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Es wird eine Methode besehrieben, mit deren ttilfe bei der 
Auswertung yon l~6ntgen-Kleinwinkeldiagrammen yon verdiinn- 
ten L6sungea yon Partikeln, z. B. yon Proteinmolek/ilen, Viren 
oder Latexteilehen, streu~tquivalente Modellk6rper, die die 
Umrisse der untersuehten Partikeln approximieren, gefunden 
werden. 

1. Aus der B6ntgen-Xteinwinkelstreukurve werden sieben 
ehar~kteristisehe Kennzahlen, die mittlere Durehsehufll~tnge d, 
die Charakteristikl/~nge l, die Charakteristikfl/iehe f, das Chgrak- 
teristikvolnmen v, der mittlere Elektronenabstand g, der Streu- 
massenradius Rs und tier gr6Bte Durehmesser L, bereehnet. Die 
]3estimmung dieser Gr6Ben kann mittels angegebener Formeln 
im Ansehlug an die ohnehin meist notwendige Entsehmierung 
der I%6ntgen-Kleinwinkeldiagramme mit Hilfe einer Reehen- 
masehine erfolgen. 

2. Ffir sogenarmte Modellk6rperklassen werden Beziehungen 
zwisehen den freien geometrisehen Parametern der K6rper und 
diesen eharakteristisehen Kennzahlen aufgestellt. Ftir oblate 
und prelate Rotationsellil0soide sind diese Momentegleiehungen 
angegeben. 

3. Dureh Gleiehsetzen der experimentell ermittelten charak- 
teristisehen Kennzahlen mit  den Momentegleichungen erh~lt man 
im allgemeinen tiberbestirnmte Gleiehungssysteme mit den freien 
Parametern der IV[odellkSrper als unbekannte  Gr6Ben. 

4. Alle K6rper der K6rperklassen, deren Momentegleiehungen 
mit  den experimentell erhaltenen eharakteristisehen Kermzahlen 
keine L6sungen besitzen, bzw. bei denen sie nieht widerspruehs- 
frei sind, k6nnen als streu~tquivalente Modelle mit  Sieherheit 
ausgesehlossen werden. 
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5. Besitzt das Gleichtmgssystem einer best immten lV[odelt- 
kSrperklasse widerspruchsfreie L6sungen, so geben diese die Ab- 
messungen und die Form eines momenteg~quivalenten 2r 
k6rpers zu den untersuehten Partikeln an. Dieser K6rper wird 
im allgemeinen die Umrisse der untersuehten Partikeln approxi- 
mieren. 

Computation o] the Shape o] Colloid Particles/rein Low-Angle 
X -Ray  Scattering 

From the low angle X-ray scattering diagrams of mono- 
disperse dilute solutions of particles (protein molecules, virus 
particles) the moments of the intersect distribution functions 
and the characteristic constants can be determined. By means 
of a given set of equations it is possible to determine the particle 
shape. 

The characteristic constants were calculated for prolate and 
oblate ellipsoids of revolution. 

Die Bes t immung  der Fo rm von kolloiden globul/~ren Par t ike ln  ein- 
heitlicher Gr6Be, z. B. yon  Proteinmolekii len,  Viren oder Latexpar t ikeln ,  
erfolgt aus ihren R6n tgea -Kle inwinke ld iag rammen  dutch  einen Vergleich 
der gemessenen St reukurve  mi t  berechneten S t reukurven  von  l~odell- 
k6rpern  1, 2. Hierzu werden die S t reukurven  S (h) meist  in einer Porodsehen 

Auft ragung s log S ---- / (log h) gezeichnet. 

In  dieser Auftragung bewirkt jede lineare Transformation aller geometri- 
schen Abmessungen der streuenden Partikeln eine Verschiebung ihrer Streu- 
kurve parallel zur Abszisse, und  eine Multiplikation der Streuinteusit~it 
mit  einem konstanten Faktor eine Verschiebung parallel zm �9 Ordinate. Urn 
diese Methode praktisch anzuwenden, ben5tigt man eine u. U. sehr umfang- 
reiche Sammlung graphischer Darstellungen herechneter Streukurven. Der 
Umgang mit einem derartigen Kurvenatlas erfordert eine gewisse Erfahrung, 
da die gemessene Streukurve mit  einigen I-Iundert berechneten Kurveu ver- 
glichen werden mu8 und ferner die bei Abszissenverschiebungen in ver- 
sehiedenen Winkelintervallen auftretenden Abweichungen zwischen der ge- 
messenen Kurve und den 1Yiodellkurven gegeneinander abgewogen werden 
miissen. 

Die genaue Bestimmung der freien Parameter der ModellkSrper erfolgt 
mittels Vergleieh der aus der Streukurve berechneten charakteristischen 
t iennzahlen mit  denen der ModellkSrper Ms Funkt ion  ihrer freien Parameter. 
Am h~iufigsten werden der aus der Streukurve ermittelte Streumassen- 
radius Rs und das Volumen v benutzt  (siehe z.B.I) .  Von Mittelbach und 
Porod 8-5 und yon Klimanelc 6 wurde die Charakteristikl~inge lc, yon Mittelbach 

1 0 .  Kratky, Progr. in Biophys. 13, 105 (1963). 
P. Mittelbach, Aeta Phys. Austr. 19, 53 (1964). 

3 A.  Helaselc, O. Kratky, P. Mittelbach und H. Wawra, Bioehim. Biophys. 
Aeta 79, 76 (1964). 

P. Mittelbach und G. Porod, Kolloid-Z., Z. Polymere 202, 40 (1965). 
5 p .  Mittelbaeh, Kolloid..Z-, Z. Polymere 206, 152 (1965). 
6 p .  Klimanek, Ann. Physik 14, 71 (1964). 
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und Pored ~, 5 und von Luzza t i  7 die mittlere DurchsehuBl~nge d, yon Dama-  
schun und Pi~rschel s-10 die Charakteristikflgehe ]c und der mittlere Elektronen- 
abstand ~ urld yon M a l m o n  11 und yon Damaschun  et M. 12 der grSgte Durch- 
messer L zur Formbestimmung herangezogen. Mittelbach und Pored 4, ~ 
haben gezeigt, dal~ aus einem Satz von charakteristischen Kennzahlen bei 
polydispersen Systemen die Massenverteilmagsfunktion m~d eine milbtlere 
Exzentrizit~t der streuenden Partikeln ermittelt werden karm, werm der 
Typ der Verteilungsfunktion und die KOrperklasse der Par~0ikeln, z.B. 
prelate l~otationsellilosoide, bekannt sind. 

In  der vorliegenden Abhaadlung wird eine erweiterte analytische 
Auswe~0ung besehrieben, mit deren Hilfe dutch L6sung der sogenannten 
M o m e n t e g I e i c h u n g e n  1~ die KSrperklasse und die freien Parameter yon 
streu~quivalen ?r gefunden werden kSnnen. 

G r u I t d g l e i c h u n g e n  

S (h), h = 4 ~ X -1 sin ~, sei die entschmierte l~6ntgen-Kleinwinkel- 
streukurve einer verdiinnten monodispersen L6sung. Dureh 3/[essung 
der R K W S  bei verschiedenen Konzentrationen der Partikeln kann dureh 
eine Extrapolation die Streukurve So (h) des unendlich verdJinnten 
Systems gewonnen werden 1. Die Partikeln haben im Innern die konstante 
Elektronendichte pl, das LSsungsmittel habe die Elektronendiehte p2. 
Partikeln und L6sungsmittel seien dutch eine gegentiber den Partikel- 
abmessungen sehmale Grenzsohieht (0berfl/~che) getrennt. Duroh Absolut- 
messung der Streuintensitgt. 1, 14 kann die Streukurve S (h), die z. B. in 
Imp./min registriert wurde, auf die Streuung eines freien Elektrons am 
Probenort bezogen werden. 

Fiir das Quadrat des Strukturfaktors einer streuenden Partikel gilt 

OO 

f sin h r F2(h) = p~2 Vc4rZ Co(r )  r2 ~ r d r ,  (1) 

0 

pl~ = p l -  P2, ve ist das Charakteristikvolumen einer Partikel; if2 (h) 
ist proportional zu So (h), Co (r) ist die r/~umlieh gemittelte Korrelations- 

V. Luzzat i ,  J .  Wi t z  und A .  Nicolaef f ,  J. reel. Biol. 3, 367, 379 (1961). 
s G. Damaschun  und H . - V .  PiArschel, Acta biol. reed. germ. 21,401 (1968). 
9 G. Damaschun  u n d  H . - V .  Pi~rschel, Acta biol. reed. germ. 21,567 (1968). 

lo G. Damaschun  u n d  H . - V .  Piirschel, Mh. Chem. 100, 510 (1969). 
~1 A .  G. Malmo~% Bioehim. Biophys. Acta 26, 233 (1957). 
~2 G. Damaschun,  G. Kley ,  J .  J .  iVii~ller und H . - V .  Pi~rschel, Aeta biol. 

reed. germ. 20, 409 (1968). 
13 G. Damaschun ,  H . - V .  Piirschel und G. Sommer ,  Act~ cryst. (ira Druek). 
14 O. Kra tky ,  Z. anMyt. Chem. 201, 161 (1964). 
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funk t ion  einer Par t ike l .  Sie k a n n  duroh eine F o u r i e r u m k e h r  yon G1. (1) 
aus F 2 (h) - -  und  d a m i t  aueh aus So (h) - -  berechnet  werden:  

1 l" sin h r 
6'o (r) = (P~2 vc) -1 ~ j F 2  (h) A~ ~ dh, (2) 

0 

Nach  eincm Vorschlag yon  Porod 15 werden noch folgende normie r te  
S t reu funk t ionen  e ingef i ihr t :  

p (h) ---- (p1~ vc) -1F2(A),  q~(0) = vc, (3) 

4~ (h) = (p~ v~)-~ F~ (h), qo (0) = 1 (4) 

Die Kor r e l a t i ons funk t ion  Co (r) h/ingt du tch  

,~ (a) [4 ~ r 2 v -1 Co (r)] r = a (5) 

mi t  der  Ver te i lungsdichte  ~ (a) der  in t r apa r t iku l / i r en  Abst~;nde a zu- 
s ammen  16. Die Ver te i lungsdichte  A (1) der  Sehnen, d . h .  aller Abstb;nde 
zwischen Volumene lementen  der Oberfl/iche, einer konvexen  Par t ike l  
erh/ilt  m a n  mi t te l s  

(z )  = - = ( 6 )  

aus der  Kor re l a t ions funk t ion  C (r)4, 17 
Un te r  den  n- ten  Momenten  der  Funk~ionen Co (r), ~ (a) und  A (1) 

werden im folgenden die Gr5~en 
o ~  

C. = j'rn Co (r) dr, (7) 
0 

oo 

G = fa~ + (a) d~, (8) 
0 

A~ =j 'Z~A (l)a~ (9) 
0 

vers tanden .  Auf  Grund  der Beziehungen (5) und  (6) s ind die Momente  
Cn, ~n und  An du tch  die Gleichungen 

C~rt + 2 
+'~-  c~ ' (lo) 

An+2 C~ = (11) 
(n + 1) (n + 2) A~ 

15 G. Porod, Kolloid-Z., Z. Polymere 124, 83 (1951); 125, 51 (1951). 
t6 p .  Mittelbach, Dissertat.  Univ. Graz (1962). 
1~ j .  Mering und D. Tchoubar-Vallat, C. R. hebdomad. SG Acad. Sci. 

20I,  3096 (1965). 
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12 A n + 4  
~n ---- (n @ 3) (n @ 4) A4 (12) 

verkni ipf t  (n ~> 0). Der VerlauI  einer S t reukm've  ist durch die Angaben  
-con Folgen unendlich vieler )/[omertt, e Cn, @~ oder A n  genauso festgelegt,  
wie durch die Angabe  unendlich vieler Wer te  ~ (hi). Dies kann  mun  
beispielsweise (lurch eine Reihenentwicklung des In t eg randen  in G1. (1) 
zeigem 

Die ~ o m e n t e  (7), (8) und  (9) s tehen in einem engen Z u s a m m e n h a n g  
mi t  den sogenannten charalcteristischen Kennzah len  des s t reuenden 
Systems,  ngmlich  mi t  den von Porod is eingefiihrten Gr6Ben mittlere 
Durchschu[31~nge de, Charakteristi~lgnge Ic, Charakteristi/c/l~che It, Chara]c- 
terist ikvolumen vc - -  bei Giiltigkeit  der eingangs vorausgesetz ten Ni~herun- 
gen ist das Churakter i s t ikvolumen vc gleich dem Tei lehenvolumen v (s. u.), 
dem mittleren Elektronenabstand 5.,. 1~ und  dem yon Guinier angegebenen 
Streumassenradius  Rsc. 

Die Gr6fle d ist bisher mit  l-bezeichnet worden. Werden Partikeln mit  
konstanter Elektronendiehte im Innern betraehtet,  wird der Index c der 
entsprechenden charakteristischen Kennzahl fortgelassen: de ---> d, lc -> l, 
]e -~ ], v~ - ,  v (s. o.), ~c -~ c~ und R~  -~ R~. 

I n  der Tab.  1 sind die zwisehen den ~ o m e n t e n  (7), (8) und  (9) und 
den eharakter is t isehen Kermzahlen  bes tehenden Rela t ionen dargestellt .  

Tabelle 1 

n ~ ~ On A 

0 1 

2 Bs~ 

t 
2 lc 1 

t f~ dc 
2= 

1 
- -  vc dc lc 
4re 

1 
47v 

1 
2 ~ v,R~e 3. d, v, 

7~ 

5 dC VC dC 

6 ~dov~Ric 
7~ 
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Beim Betrachten der Tab. 1 sieht man, dab die Funktion A (l) zu- 
mindest yon heuristischen Gesichtspunkten her ausgezeichnet ist. 
Alle bisher in die Theorie der l~Sntgen-Kleinwinkelstreuung eingefiihrten 
charakteristischen Kennzahlen lassen sich dutch d ie  ~omente  dieser 
Funktion darstellen. Die Tab. 1 kann prinzipiell Iiir h6here ~omente  
vervollst/indigt werden; eine praktisehe Bedeutung haben allerdings 
bisher nur die ~omente  ~2n (n /> 1) bei der Berechnung von Streu- 
kurven regelm~gig begrenzter KSrper dutch Reihenen~wicklung nach 
Porod  is gehabt. 

Aus dem verallgemeinerten Mittelwertsatz der Integralrechnung 
Iolgt - -  da Co (r) stetig in [0, L] und Co > 0 in (0, L) - -  

Cn < L n+l und 

n 

lim VCn_I  - -  L ,  (13) 

wenn L der gr613te Durchmesser der Partikeln ist. 
Daraus ergibt sich wiederum auf Grund der Gln. (10) und (11) 

n n 

2 i m  V~n =limn_.~ VAnn= L. (14) 

Die Momente h6herer Ordnung streben also gegen die entsprechenden 
Potenzen des grSBten Partikeldurehmessers L. 

Von gToBem praktischen Nutzen fiir die analytische Formbestim- 
mung ist die Talbsache, dab sich die Momente der Funktionen ~ (a), 
Co (r) und A (1) oder die charakteristischen Kennzahlen aus der Streu- 
kurve in einlacher Weise bestimmen lassen, ohne die Funktionen ~, 
Co oder A durch Integraltransformationen numerisch berechnen zu 
mtissen. Nine Ausnahme bildet nur die Bestimmung des gr6fl ten Durch-  

messers i ~9, 20 

E x p e r i m e n t e l l e  B e s t i m m u n g  de r  c h a r a k t e r i s t i s c h e n  
K e n n z a h l e n  

In den Tab. 2 bis 5 sind Beziehungen angegeben, nach denen die 
eharakteristischen Kennzahlen des streuenden Systems un4 damit auch 
mit Hilfe der Beziehungen, die in der Tab. 1 zusammengestellt sind, die 
ersten seehs Momente der Sehnenverteilungsdiehte aus den theoretischen 

is G. Porod, Acta Phys. Austr. 2, 255 (1948). 
19 G. Damaschun ,  H . - V .  Piirschel und J .  J .  Mi~ller, Physik. Verh. 19, 

155 (1968). 
so G. Damaschun  und H . - V .  Pi~.rschel, Ac~abiol. reed. germ. 21, 865 (1968). 
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S t renkurven  9 (h) und dp (h) oder aus gemessenen S t reukurven  S (h) und  
S (m) bereehnet  werden. 

Neben  den St reufunkt ionen  S (h) sind auch die dazugeh6rigen spalt-  
7 \  

versehmier ten  St reufunkt ionen  S (h) angefiihrL 
oo 

S(h) = 2 f s(l/h~+, t z) dt. (15) 
o 

Bezeichnungen : 

Symbol Bedeutung Dimension 

(I) normierte Streufurtktion [Ol. (4)] keine 
qo normierte Streufunktion [G1. (3)] :s 

S Streufunktion beliebig, z. B. Imp./s  

h 4 = sin & 4-1  
X 

Braggscher ~qnkel = halber rad. 
Streuwinkel 

X Wellenlgnge der l~6ntgenstrahlung 

m Abstand eines •eBpunktes vom beliebige Lgngeneinheit 
Schwerpunkt des Primgrstrahlprofils 
in der Registrierebene 

Abs~and P r g p a r a t ~ e g i s t r i e r e b e n e  R 

Tabelle 2, 

beliebige Lgngeneinheit 
(wie m) 

Berechnung der charakteristischen Ker~nzahlen aus 
der  n o r m i e r t e n  S t r e u k u r v e  9(h) 

1 
d = S r c - -  [m (h)] (2A) 

1 
I = 2~ f ~ ( h ) h d h  (2.2) 

o 

] = _i ~ ( h )  dh (2,3) 
0 

v = 9 (0) (2 .4)  

O9 

8 b/' ~ (h) d h [  lim dCln~'-~h)] ~ 
= ) (o )  [ a-~o d(h~) ] (2.5) 

R s =  V g V - -  lim d [ln g (h)] 
h-~0 d (M) (2.6) 

k [~ (h)] ~ lim h 4 ~ (h) (2.7) 
~-->ao 

N o n a t s h e f t e  f f i r  C h e m i e ,  B d ,  1 0 0 / 5  109  
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Unter  In S und In q0 wird der Logar i thmus vom Zahlenwert  dieser 
Gr61~e verstanden. 

Ein Tell der in den Tab. 2 bis 5 angefiihrten Gleichungen sind yon  
Kra tky  1, Porod is und yon Mittelbach und Porod 4, ~ angegeben worden. 

Tabelle 3. B e r e c h n u n g  de r  c h a r a k t e r i s t i s e h e n  I ~ e n n z a h l e n  aus  
der  n o r m i e r t e n  S t r e u k u r v e  (I)(h) 

oo 

4 f~P(h)h2dh  
d (3.0 

k [ +  (h)] 

7(D (h) h dh 
l = ~ o (3.2) 

.f (D (h) h ~ dh 
0 

o0 
.f (I) (h) dh 

] = 2T: o (3.3) 
f q) (h) M dh 
0 

1 
v -~ 2T: ~ (3.4) 

�9 (h) h ~ dh 
0 

8 f ~ ( h )  dh - - l i r a  
= - -  d (h~) J ~: 0 / h->0 

(3.5) 

s~ = V~ 1 / - ~ a  ~1. r !h)l (3.6) 
I /  h~0 d (M) 

k [q) (h)] = lira h 4 (I) (h) (3.7) 

D i e  M o m e n t e g l e i c h u n g e n  

Fiir ModellkSrper wie z. B. Kugeln, Hohlkugeln,  Ellipsoide, Zylinder, 
Hohlzylinder,  I)oppelkegel, Kugelagglomerate  u. a. k6nnen mittels geo- 
metrischer Berechnungen odor aus analytischen Ausdrficken ffir die 
Korrelat ionsfunktion oder die Sehnenverteilungsdiehte oder die Ab- 
standsvertei lungsdichte oder aus analytisehen Ausdrficken fiir den r/ium- 
lich gemit tel ten St ruktur faktor  analytische Ausdriicke fiir die ]V~omente 
der Sehl~enverteilungsdiehte und  damit  aueh fiir die charakteris~ischen 
Kennzahlen abgeleibet werden. 
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Tabelle 4. 

Berechnung  der F o r m  kolloider Teilchen 1709 

B e r e e h n u n g  d e r  c h a r a k t e r i s t i s e h e n  K e n n z a h l e n  a u s  

d e n  g e m e s s e n e n  S t r e u k u r v e n  S (h) u n d  S (h) 

4 

r ~:0 A 

fS (h)M-dh  f S (h )hdh  
O 0 

k IS (h)] ~ i s  (h)] 

f S ( h ) h d h  f S (h)dh  
0 0 

= T ~  - - 2  

f S (h) h 2 dh f S (h) h dh 
0 0 

at) 

f S (h) dh 
o 2 ~  S ( 0 ~  ] = 2 ~  - ' 

f S (h) h ~ d h  f S (h) h dh  
0 0 

v = 2r:z S ( O )  
~9 

f S (h) h 2 d h  
0 

f S (h) dh r 
_ s [ d[ l~ (h)]] o . . . . .  l ira 

s(o) ~+o a ( ~  ] 

d [In S (h)] n~ = L/~ I / - -  lira 
h~o d ( h  2) 

k I S  (h)]  = lira h~ S (h), k I S ( h ) ]  = lira h ~ S ( h )  
h---> cr h ~  

h' k [ S  (h)] 
j 'S(h)h2dh ~-. j'S(h)h:dI, + h ~ -  
0 0 

| t .  h, k [~(h)] 
. fS(h)hdh ~ . [ ' ~ ( h ) h a h  + h' 
0 0 

~" k [s  (h)] .] s (h) ~ dh ~ f S (h) h d h + e ~,~-z-- 
0 O 

( h ) d h ~  " S ( h ) d h +  2 h , ~  
0 0 

J" k [ s  (h)] 

0 0 

(4.J) 

(4.2) 

(4,3) 

(4 .4)  

(4.5) 

(4,6) 

(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 

(4.1o) 

(4.11) 

(4.12) 

109"  
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Tabe l le  5. 
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B e r e c h n u n g  d e r  e h a r a k t e r i s t i s c h e n  K e n ~ l z a h l e n  a u s  

d e n  g e m e s s e n e n  S g r e u k u r v e n  S ( m )  u n d  S ( m )  

d 

7S(m)m2dm XR~oS(m)mdm 
= ~ (x R) ~ 

k IS (m)] 2 ~ k IS (m)] 

1 = 

00  fro f 

XRJo'S(m) m d m  XR loS(re) din 

c ~  71: ~ A 

] 'S(m)madm f S ( m ) m d m  
o 9 

(XR)  ~ 

ar 

f S (m) d m  
o (xR)~ S(o) 

2 ~  
f S (m) m 2 d m  .f S (m) m d m  
o o 

(XR) 3 S(0) 
V 4r:  ao 

f S (m) m 2 d m  
o 

4(xn) Jo S (~)d '~  [ 
_ - -  l i m  - -  - -  j 

V d [ I n S  (m)J I/3(zR) - - l i m  d[m~] Rs = 2-~-- h~O 

k IS (m)] = lira m a S (m), /c IS (m)] = l i ra  m a S (m) 
h->~ h-+oo 

(m)] 
f S (m) m 2 d m  L- f S (m)m2dm ~ -~ 

o o 

o o 

m' /c [S (m,)] 
. f s ( / ) , ~ d ~  f S ( m ) ~ d ~ +  2~'~ 
o o 

~'A k[2(m)] 
f~(m)d~ ~.1S(m)dm + 2~'~ 
o o 

m, k IS (m)] 

o o 

(5.2) 

(5.2) 

(5.3) 

(5.4) 

(5.5) 

(5.6) 

(5.7) 

(5.8) 

(5.9) 

(5.10) 

(5.11) 

(5.12) 
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Diese sind l%nktionen der freien Parameter (a, re), q = 1 . . .  ?', der 
5Iodellk6rper, z .B.  der Halbaehse a und der beidea Exzentrizit/iten vl 
und v2 eines Ellipsoids: 

A~ = Ai (a, vl, v2, va, . . . ,  vj.). ( 1 6 )  

De/inition: Unter einer KSrperlcla8se wird die Menge aller Modell- 
k6rper verstanden, flit die eine eineindeutige Zuord~mngsvorsehrift (16) 
zwischen dmx freien Parametern und den ~omenten  der Sehnellverteitm~gs- 
diehte A~ bzw. den Momenten der Korrelationsfunktion Cr besteht. 

K6rperklassen sind z. B. die 5Ienge aller prolaten Rotationsellipsoide 
oder die N[enge aller oblaten Rotationsellipsoide. 

Mit Hilfe der Beziehungert der Tab. 4 oder 5 und der G1. (16) einer 
K6rperklasse wird das Gleiehungssystem 

Ai exp = Ai (a, vl, v2, va, �9 . . ,  vj), i : 1, 2 . . . .  ,/c (17) 

aufgestellt. ])ieses Gleietmngssystem hat fib" den Fail ] < ]r nur dann 
widerspruehsfreie L6sungen, wenn die streuenden Partikeln, aus deren 
Streukurve die Gr6gen der linken Seite des Gleiehungssystems bereehnet 
wurden, der Modellk6rperklasse, flit die die Beziehungen der reehten Seite 
des Gleiehungssystems gelten, angeh6ren. 

Fiir die meisten Partikeln, deren R K W S  bisher theoretiseh diskutiert 
wurde, ist j ~< 3. Daher ist es praktiseh ausreiehend, /c = 6 zu wghlen 
und das Gleiehungssystem (17) dutch die Gleiehung 

L e x p  = L (a,  v l ,  vu . . . . .  v~) (17a) 

zu erggnzen. L ist der gr61]te Durehmesser der Paz~ikeln, der naeh den 
Gln. (13) und (14) die obere 8chranke fiir die ~omente  At bestimmt. 

Das Gleiehungssystem (17) kann dutch lineare Umformungen auch 
in der Form 

C~ex p ~- d (a, vl ,  v2,  �9 

I~,~p = ~ (a,  v l ,  v2, . 

/exp = / (~, Vl,  V 2 , .  

Vexp - - ~  V (q.~ Vl, V2, . 

C/exp ~ O; (~, Vl ,  V2, . 

R S  exp = RS  (ct, Vl, v2, 

Lexp = / ~  (a,  Vl ,  v2,  . 

. ~  Vj) 

., Vj) 

., Vj) 

., v j )  

. , v j )  

. . ,  V]) 

., v j )  

(is) 

aufgeschrieben werden. 
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Bei der L6sung der Gleichungssysteme (17) odor (18) kSnnen zwei 
F/file auf t re ten:  

1. Es existieren widerspruchsfreie L6sungen Iiir die freien Parameter  
(a, vq), d. h., man  erh/ilt die Abmessungen und die Fo rm eines Modell- 
k6rpers der K6rperklasse. Dieser ist dann  momente/ /quivalent  zu den 
untersuehten Partikeln. 

2. Es existieren keine L6sungen odor die erhaltenen sind nicht wider- 
spruchsfrei. Dann  sind alle K6rper der KSrperklasse zu den untersuchten 
Part ikeln nicht  streu/~quivalent. 

Bei Eintre ten des Falls 2 sind die Gleichungssysteme anderer K6rper-  
ldassen zu untersuchen,  bis Fall 1 eintritt.  

3 / [ o m e n t e g l e i c h u n g e n  f i i r  R o t a t i o n s e l l i p s o i d e  

In den Tab. 6 und 7 sind die analytischen Ausdrticke fiir die charak- 
teristischen Kennzahlen ffir zwei KSrperklassen - -  die oblaten und  
prolaten Rotationsellipsoide - -  zusammengestellt .  Die ~omentegle ichun-  
gen sind aus diesen Beziehungen (lurch lineare Umformungen  zu erhalten is. 
Die Ausdriicke fiir die mittlere DurchschuB1/inge d und fiir die Charak- 
teristikli~nge l sind yon  Mittelbach nnd Porod ~ berechnet worden. 

Tabelle 6. C h a r a k t e r i s t i s c h e  K e n n z a h l e n  y o n  o b l a t e n  l ~ o t a t i o n s -  
e l l i p s o i d e n  m i t  de n  t t a l b a c h s e n  (a, a, av), a - - R o ~ a t i o n s h a l b a c h s e ,  

v - - E x z e n t r i z i t / i t  (v < 1) 

8 1 (6.1) 
d = -3- a v -1 q- ( V ~ _ ~ ) _ I  Arsh Vv -2 - -  1 

3 Arsh ~'v -2 - -  1 (6.2) 
l = ~ a  V v _ ~ _ l  

4 arc sin l / 1 - - v  ~ (6.3) 
/ = ~ = a 2 v  ~ l - - v ~  

4 (6.4) v = ~ = v '  a a 

36 [ sin V 

V 2  q- v s (6.6) 
R s =  a 5 

L : 2a  (6.7) 
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Tabelle 7. Charakteristisehe Kennzahlen yon prolaten Rotations- 

e l l i p s o i d e n  m i t  den  H a l b a e h s e n  (a, a, av) ,  av  - -  t ~ o t a t i o n s h a l b -  
aehse,  v -  Exzon t r i z i t ~ i t  (v > 1) 

8 1 
d c~ 

v - ~  + ( t / i  - -  v-~)  -~ are si~ t/1 - -  v -~ 
(7.0 

3 are sin }~1 - - v  -2 (7.2) 

4 2 A r s h ] / ~ - - I  
l/v 2 - ~ 1  (7.3) 

4 
v ~ ~ v : v ' a  ~ (7.4) 

36 ( Arch I t 
! 

R s  = a | / ~  + v2 
l/ 5 

L ~ 2 a v  

(7.5) 

(7.6) 

(7.7) 

D i s k u s s i o n  

Der Verlauf einer beliebigen R K W S  ist dutch die Angabe der ersten 
sechs Momente der Sehnenverteilungsdichte und dureh den gr613ten 
Durchmesser tier streuenden Partikel noch nieht vollst~ndig festgelegt. 
Nach unseren bisherigen Erfahrungen bei der Erprobung der ~e thode  
seheint jedoeh eine Unterseheidung zwischen den bei der Auswertung 
iiblieherweise diskutierten ~[odellk6rperklassen (s. o.) mit  diesen GrSBela 
m6glich zu sein. Dieses zun~chst verbliiffende Ergebnis ist wahrsehein- 
lich dureh die Einbeziehung des gr68ten Durchmessers L - -  und damit  
des Grenzwertes iiir beliebig hohe lViomente der Sehnenverteilungsdiehte 
oder der Korrelationsfunktion - -  zu erkl~ren. Augerdem bleibt es dem 
Auswerter unbenommen, das dutch die L6sung der lVfomentgleichungen 
erhaltene Ergebnis dm'ch einen jetzt gezielt erfolgenden Streukurven- 
vergleich zu iiberpriifen. 5{it den Angaben der Tub. 6 und 7 kann ent- 
schieden werden, ob die untersuehten Partikeln den K6rperklassen 
oblate oder prelate l~otationsellipsoide angehSren. Die Aufstellung der 
3s flit andere K6rperklassen ist in Vorbereitung. 

Bei der Untersuehung der I~6ntgen-Kleinwinkelstreuung yon Protein- 
molekiilen ist die Bestimmung der mittleren Durehsehugl~nge d aus 
verschiedenen Griinden problematisch, u . a .  weft die Proteinmolekiile 
im Innern keine konstante Elektronendiehte haben and  ferner nicht immer 
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eine sehr diinne Grenzsehieht mit sprunghafter Elektronendiehte~nderung 
gegeniiber dem LSsungsmittel ansgebildet ist. In diesen F~llen ist das 
Glei'ehungssystem (18) zur Bestimmung der :Form und der Abmessungen 
der Molekiile geeigneter, da im Gegensatz zum System (17) nur eine 
Gleiehung die Gr6Be d, und damit die Oberfl/~che, enth~lt. Diese Gleiehung 
braueht dann im Falle des Auftretens yon Schwierigkeiten bei der Be- 
stimmung yon d nieht beriicksiehtigt werden. 

Bei der Berechnung weniger freier Parameter einer KSrperklasse 
mit Hilfe von einzelnen Gleichungen des Systems (17) - -  fiir das System 
(18) treffen diese Lrberlegungen auch zu - -werden  bei der Verwendung 
yon Gleiehungen mit Momenten h6herer Ord•ung gegenfiber denen yon 
niedrigeren ~omenten die /~uBeren Teile der Sehnenverteilungsdiehte 
oder der XorreIationsfunktion mit gr58erem Gewicht beriicksiehtigt. 
Naeh G1. (1) zeigen die Streukurven ein reziprokes Verhalten. Bei der 
Formbestimmung entsprieht die erste Variante einem geringeren ,,Auf- 
16sungsverm6gen" der ~et.hode. Ein diesem entsprechender Effekt ist 
auch aus Streukurvenvergleiehen bekannt; die Streukurven geometriseh 
/~hnlicher K6rper zeigen in ihrem l:nnenteil einen sehr/~hnliehen Verlauf 
und unterseheiden sieh in steigendem Ma~e mit waehsendem Streuwinkel. 


